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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários 

para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.) 

MIGRAÇÃO REVERSA NO TEMPO NA DETERMINAÇÃO DAS AMPLITUDES 

DE REFLEXÃO EM FUNÇÃO DO ÂNGULO DE INCIDÊNCIA 

Josias José da Silva 

Março/2009 

Orientador: Luiz Landau 

   

Programa: Engenharia Civil 

Um dos principais objetivos do imageamento sísmico é a geração de mapas da 

função refletividade da Terra, com os quais podem-se inferir informações sobre as 

propriedades físicas das rochas nas suas localizações. A quantidade de energia que é 

refletida em uma interface depende do ângulo do campo de ondas incidente, 

denominada função AVA (Amplitude versus Angle). Na metodologia proposta nesta 

tese, os dados sísmicos registrados em superfície são extrapolados para um datum logo 

acima da região de interesse exploratório (definida por interpretes). Esta redatumação é 

realizada por uma generalização do conceito de Migração Reversa no Tempo, no qual 

famílias “common focus point” são extrapoladas. Os operadores de síntese e as 

extrapolações dos campos direto e reverso são realizados por soluções das equações 

completa da onda acústica e elástica por diferenças finitas. Assumiu-se a pré-existência 

de um macro-modelo de velocidades e densidades, determinado num processo de 

inversão realizado para o imageamento em profundidade tradicional. Foi proposta uma 

nova condição de imagem baseada na soma dos módulos das amplitudes em torno da 

amplitude máxima. Como resultado da aplicação desta metodologia, foram obtidos 

gráficos da função AVA, ou seja, a amplitude do coeficiente de reflexão em função do 

ângulo de incidência, corrigida dos fatores de propagação (especificamente, divergência 

esférica, transmissões e conversões). Assim, têm-se dados de entrada mais confiáveis 

nas inversões locais para obtenção dos parâmetros petrofísicos.  
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the 

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.) 

REVERSE TIME MIGRATION IN THE  

AMPLITUDE-VERSUS-ANGLE DETERMINATION 

Josias José da Silva 

March/2009 

Advisor: Luiz Landau 

       

Department: Civil Engineering 

One of the main objectives of seismic imaging is to generate maps of the Earth's 

reflectivity function, which can be inferred about the physical properties of rocks in 

their locations. The amount of energy that is reflected on an interface depends on the 

incident’s wave field angle, called AVA (Amplitude vs. Angle) function. In the 

methodology proposed in this Thesis, the seismic data recorded on the surface is 

extrapolated to a region just above the datum of the exploratory interest (defined by 

interpreters). This redatum is achieved by a generalization of the concept of reverse 

time migration in which common focus point gathers are extrapolated. The synthesis’ 

operators and extrapolations of the direct and reverse fields are made for solutions of 

acoustic and elastic complete wave equations by finite differences method. It was 

assumed the pre-existence of a macro-model of speed and density, determined in a 

process of inversion performed for traditional seismic depth imaging. It was proposed a 

new imaging condition based on the sum of modules of amplitudes around the wavelet 

maximum amplitude. As a result of this methodology, we have obtained graphs of 

reflectivity, i.e., amplitude based on incidence’s angle, corrected from effects of 

propagation (specifically, spherical divergence, transmission and conversion). To 

conclude, it is possible to have more reliable input data for local inversion in order to 

obtain the petrophysical parameters. 
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Apêndice A 

1. Modelagem Acústica 3D 

A sísmica de reflexão é uma das ferramentas mais efetivas no processo de 

exploração de Petróleo & Gás, fornecendo importantes informações estratigráficas e 

estruturais a respeito da geologia em subsuperfície. O principal propósito da utilização 

da modelagem sísmica é a validar o modelo geológico a partir da comparação do dado 

sintético com o dado de campo. 

A modelagem sísmica 3D tem sido bastante utilizada como solução para 

problemas estruturalmente complexos, sendo considerada uma ferramenta com alto 

poder de resolução espacial, apesar do custo computacional exigido. Resumidamente, a 

modelagem sísmica objetiva (Fichman, 2005 [62]): 

i. Avaliar as possibilidades e limitações do método sísmico; 

ii. Otimizar os parâmetros de aquisição com base no interesse geológico; 

iii. Gerar dados sísmicos sintéticos para a avaliação de novas metodologias 

de inversão e imageamento; 

iv. Verificar o quanto os modelos sintéticos honram os dados sísmicos de 

campo, na etapa de interpretação. 

Problemas de modelagem na exploração geofísica geralmente lidam com 

estruturas ou estratificações complexas, caracterizadas por interfaces irregulares de 

difícil imageamento. A limitação no que diz respeito ao conhecimento das 

características físicas e geométricas das estruturas geológicas constitui uma das 

principais causas da queda de performance na exploração e produção. Devido às 

estruturas geológicas associadas a hidrocarbonetos exibirem feições em três dimensões, 
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a modelagem 3D possibilita o conhecimento de informações adicionais que não seriam 

contempladas na modelagem 2D.  

� importante ressaltar que, apesar de grande parte dos algoritmos assumirem o 

meio de propagação como ac�stico, ao se considerar as características elásticas das 

rochas � como densidade e velocidade das ondas compressionais (P) e cisalhantes (S) � 

é possível obter melhores aproximações do modelo geológico em questão, além de 

compreender melhor os mecanismos de propagação de ondas no meio elástico. 

Ambas as equações da onda (ac�stica e elástica) foram discretizadas utilizando o 

método de Diferenças Finitas, com aproximações de quarta ordem espacial e segunda 

ordem temporal. Para o caso ac�stico foi utilizada uma malha com células de dimensões 

. �om o objetivo de aumentar a estabilidade do algoritmo de modelagem e 

a precisão dos cálculos, foi utilizado um esquema de malhas intercaladas para o caso 

elástico. 

�as seções a seguir, será desenvolvida, respectivamente, a modelagem ac�stica 

e elástica 3D, utilizando o método de discretização por diferenças finitas. �ambém serão 

desenvolvidos os critérios de não�dispersão e estabilidade numéricas, assim como 

condições para superfícies não�reflexivas. 

1. Modelagem Acústica 3D 

Para a reprodução da propagação de ondas ac�sticas em subsuperfícíe é utilizada 

a equação diferencial parcial da onda de segunda ordem, em três dimensões, 

representando o comportamento do campo de onda ac�stico ao longo do meio, com 

variações no espaço e no tempo. A propagação da onda para meios ac�sticos com 

densidade constante é regida pela seguinte equação:
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na qual, P é o campo de pressão, variando em função de ����, � (as coordenadas 

espaciais) e � (coordenada temporal), ����������é a velocidade do meio,  representa 

uma fonte impulsiva, que depende do tempo , localizada na posição . 

Para realizar a modelagem computacional de propagação no meio ac�stico é 

necessário calcular sucessivas soluções da equação diferencial parcial da onda, em 

diferentes tempos e diferentes posições espaciais. O �étodo das Diferenças Finitas 

(�DF) é uma das técnicas mais utilizadas para resolver equações diferenciais, sendo 

baseado na aproximação de derivadas por diferenças finitas. 

A derivada parcial de uma função P em relação à x, de acordo com a definição, 

pode ser escrita como: 

�onsiderando um intervalo  suficientemente pequeno, mas não infinitesimal, 

pode�se escrever: 

A malha numérica foi introduzida subdividindo o eixo  em 

espaçamentos regulares �, o eixo  em � e, o eixo 

 em �. Desta maneira, o modelo pode ser visto como um meio discreto, 

possuindo, a partir de agora, dimensões: 
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 Para a realização de operações nesta malha, foi considerado o método das 

���������������������������  no qual o cálculo no ponto 

desejado depende do valor anterior e posterior ao mesmo. 

O valor do campo de onda na malha é inicialmente  nulo. Após 

aplicação da fonte impulsiva em um determinado ponto da malha, torna�se possível 

obter valores de propagação do campo de onda em intervalos de tempo regulares 

  Para facilitar a discretização da equação da onda, a representação dos 

intervalos de tempo t, foi reescrita em termos de ,  mantendo a 

equivalência de . 

As alterações realizadas na escrita de alguns termos  tornam possível 

introduzir a seguinte notação para o campo de onda  e a fonte : 

na qual, de forma mais compacta, apenas os índices (������� e �) são utilizados para 

representar a posição e o tempo de cada termo. 

Para calcular a equação diferencial parcial da onda, é necessário estabelecer 

condições iniciais e condições de contorno para o problema. Para realizar a modelagem 

assume�se que, como condição inicial, o campo de ondas e a primeira derivada temporal 

sejam nulos para o tempo inicial n�0: 
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As condições de contorno serão definidas posteriormente. 

1.1. �pe�ado� �spacial e �empo�al 

Os operadores de diferenças finitas foram desenvolvidos baseando-se no 

truncamento da série de Taylor. Foi considerada uma aproximação de quarta ordem para 

a derivada espacial e segunda ordem para a temporal. É importante ressaltar que, quanto 

maior a aproximação considerada, mais esses termos se aproximam do valor da 

derivada (entretanto, maior será o custo computacional). 

A seguir, é desenvolvido o processo de expansões em série de Taylor para uma 

função F genérica: 

( )[ ]6
5

55

4

44

3

33

2

22

)(
!5

)2()(
!4

)2(

)(
!3

)2()(
!2

)2()(
!1

2)()2(

xO
dx

xFdx
dx

xPdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xdFxxFxxF

Δ+Δ−Δ+

+Δ−Δ+Δ−=Δ−

( )[ ]6
5

55

4

44

3

33

2

22

)(
!5
)()(

!4
)(

)(
!3
)()(

!2
)()(

!1
)()(

xO
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xdFxxFxxF

Δ+Δ−Δ+

+Δ−Δ+Δ−=Δ−

( )[ ]6
5

55

4

44

3

33

2

22

)(
!5
)()(

!4
)(

)(
!3
)()(

!2
)()(

!1
)()(

xO
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xdFxxFxxF

Δ+Δ+Δ+

+Δ+Δ+Δ+=Δ+



166 

( )[ ]6
5

55

4

44

3

33

2

22

)(
!5

)2()(
!4

)2(

)(
!3

)2()(
!2

)2()(
!1

2)()2(

xO
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xFdx
dx

xdFxxFxxF

Δ+Δ+Δ+

+Δ+Δ+Δ+=Δ+

�ese�a-se obter uma representação da derivada segunda para os termos da 

equação da onda ac�stica. �ara tal reali�ação, é necessário manipular as quatro equações 

anteriores da seguinte forma: 

• �omar a equação (1.4) com (1.�): 
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• �omar a equação (1.5) com (1.6): 
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• �ultiplicar a equação (1.�) por 16 e, em seguida, subtrair de (1.�): 
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• �solar a derivada segunda: 

( )[ ]4

22

2

)(12
)2()(16)(3�)2(16)2()(

xO

x
xxFxxFxFxxFxxF

dx
xFd

Δ+

+
Δ

Δ+−Δ++−Δ−+Δ−−=

A equação (1.11) representa a aproximação, de quarta ordem, da derivada 

segunda por diferenças finitas. O termo  é uma representação do erro cometido 

no cálculo da aproximação. 

�ara obter a aproximação da derivada de segunda ordem, o processo é similar: 

• �onsiderar a equação (1.�) e isolar a derivada segunda, truncando-a no termo 

 : 
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 �liminando-se o termo , a formulação desenvolvida permite escrever 

cada termo da equação da onda como em função dos termos discretos: 
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Ap�s a eliminação do termo , o qual se refere ao erro da aproximação 

de segunda ordem, a derivada temporal pode ser representada por: 

�om os termos da equação da onda discreti�ados, torna-se poss�vel calcular o 

campo de onda futuro (instante ) em função do instante anterior  e 

presente , obtendo-se assim, o campo de onda propagado em todos os pontos � e 

todos os tempos � da mal�a. 

1.2. Equação da Onda Acústica 3D Discretizada   

�ubstituindo os as expressões (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) na equação da onda 

(1.1), reorgani�ando a equação e isolando o termo , obtém-se o seguinte operador 

ac�stico para tr�s dimensões: 
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Onde,  representa o campo no instante anterior,  no instante presente e  é 

o campo em um instante posterior. 

�aso a mal�a utili�ada se�a uniforme , a equação (1.16) 

pode ser simplificada para: 

onde  

2. �onte 

A simulação da fonte s�smica na modelagem computacional é um assunto que 

requer atenção. �os levantamentos s�smicos reais, terrestre ou mar�timo, são utili�adas 

fontes com freq��ncias espec�ficas. �ara simular a propagação do campo de onda, é 

necessário fa�er algumas considerações a respeito da fonte, para que a mesma possa 

contemplar, de certa maneira, os efeitos de uma fonte real (�osta, 2��6 �61�): 

É necessário que a função fonte se�a limitada1 no dom�nio da freq��ncia para ser 

poss�vel controlar a freq��ncia de corte. 

É preciso que a função fonte se�a limitada no dom�nio do tempo para que se�a 

poss�vel simular uma fonte explosiva. 

                                                
1 �imitada no sentido de ser nula para qualquer ponto fora de uma espec�fica região de interesse. 
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 �ara a simulação da fonte, foi utili�ada a derivada segunda da função �aussiana 

introdu�ida por �un�a (1���) �34�: 

onde  é a freq��ncia central, definida por , e � representa o tempo. 

 A discreti�ação da função fonte deve ser analisada de forma especial para que 

s� existam valores positivos de �. �ara tal, a função fonte será discreti�ada 

considerando-se , na qual,  é o passo de tempo do algoritmo,  é 

o incremento temporal e �F é o per�odo da função �aussiana (�ilva, 2��2 �65�). 

Figura 3.1: Assinatura da derivada segunda da �aussiana com freq��ncia de 6���. (Adaptado de �osta 

(2��6) �61�) 

3. �ondiç�es de Esta�i�idade e �ão�Dis�ersão �u��ricas

�omo mencionado anteriormente, o �étodo das �iferenças Finitas é a opção 

mais utili�ada para a modelagem da propagação do campo de ondas. �ntretanto, por ser 

um método que manipula aproximações, possui um percentual de erro intr�nseco � sua 

solução. É necessário fa�er uma análise cuidadosa da relação entre os intervalos de 

discreti�ação (intervalos espaciais ) e temporais ) da mal�a), a velocidade 
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máxima e m�nima e a freq��ncia máxima utili�adas. �sta análise tem como ob�etivo 

minimi�ar a dispersão numérica e garantir a estabilidade algoritmo. 

A d����������������� pode ser compreendida como a variação na velocidade de 

acordo com a dimensão da mal�a. �ste problema se manifesta como oscilações 

temporais do pulso s�smico. A expressão a seguir, relaciona o maior espaçamento da 

mal�a, a menor velocidade registrada e a freq��ncia máxima (�ufti, 1��� �63�): 

onde: 

• � 

•  é a menor velocidade registrada na modelo� 

•  é a freq��ncia máxima� 

•  é o n�mero máximo de amostras por comprimento de onda (valor �timo 

encontrado empiricamente: ) 

�ara o caso , a expressão (4.1) pode ser simplificada para: 

Outro fator que deve ser considerado é a ��������d�d����������. A estabilidade 

de um algoritmo está relacionada com a diferença entre as soluções te�rica e numérica. 

�o caso da equação da onda, se durante todo o instante de propagação do campo esta 

diferença for limitada, então, isto significa que o algoritmo é numericamente estável. 
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�onsiderando para algoritmo, com aproximações de quarta ordem espacial e 

segunda ordem temporal (utili�ado neste trabal�o), uma mal�a paralelepipédica, a 

condição de estabilidade pode ser definida pela expressão abaixo (�ufti, 1��� �63�): 

onde,  

•

•  representa a máxima velocidade registrada no modelo� 

•  representa o n�mero máximo de amostras por comprimento de onda (valor 

�timo encontrado empiricamente: ) 

�onsiderando a mal�a com espaçamento uniforme , é 

poss�vel reescrever a expressão (4.3) como: 

A condição de estabilidade pode ser interpretada como um controle para a 

simulação numérica. O intervalo de tempo entre dois passos deve possuir um valor que 

não permita que a frente de onda mais rápida se propague por uma dist�ncia superior ao 

espaçamento de células vi�in�as.  

�. �ondiç�es de �ontorno� �u�er��cies �ão��e��e�i�as 

�omo o modelo geol�gico real não possui limitações ou fronteiras, ao simular a 

propagação da energia s�smica computacionalmente deve-se levar em consideração este 
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fato. �ara anular os efeitos das bordas (superf�cies, no caso 3�), são impostas condições 

de contorno para que não a�am reflexões nos limites do modelo sintético, visto que as 

informações dessas reflexões indese�áveis podem somar artefatos no resultado da 

modelagem. �eynolds (1���) �64� e �er�an et al. (1��5) �6�� propuseram métodos, 

bastante utili�ados na modelagem s�smica 2� e 3�, para solucionar este problema. 

�eynolds prop�s em 1��� uma condição de borda não-reflexiva que visava 

anular os coeficientes de reflexão nas proximidades das bordas, de forma que, o campo 

de onda fosse absorvido nas duas �ltimas superf�cies em volta de todo o modelo.  

�nicialmente, os operadores diferenciais parciais são fatorados: 

As expressões da forma 

podem assumir: 

ou 
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Ambas as expressões representam condições de não-refletividade nas superf�cies 

do modelo. �ara compreender mel�or o esquema de discreti�ação destas, e de todas as 

outras quatro expressões, cada uma foi reescrita de forma apropriada: 

�ondição de �u�er��cie �ão��e��e�i�a�

�������������������: 

�m diferenças finitas: 

�������������������: 

�m diferenças finitas: 

�����������������d�: 

�m diferenças finitas: 
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������������������: 

�m diferenças finitas: 

�����������F������: 

�m diferenças finitas: 

�������������������: 

�m diferenças finitas: 

Os operadores (4.�), (4.1�), (4.12), (4.14), (4.16) e (4.1�) representam as 

condições de contorno para superf�cies não-reflex�vas, obtidas através da discreti�ação 

por diferenças finitas, com aproximações de primeira ordem espacial e temporal. 
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�uscando atenuar ainda mais as reflexões das superf�cies limitantes do modelo, 

introdu�iu-se uma camada de amortecimento descrita por �er�an �����. (1��5) �6��. 

O conceito desenvolvido por �er�an �����. (1��5) �6��, aborda a aplicação de um 

fator de absorção que, a cada interação, redu� gradativamente as amplitudes das ondas 

em uma faixa pr�xima aos limites do modelo.  

�rimeiramente, são definidas áreas com largura  nas faces do modelo, que 

atuarão como regiões absorvedoras de energia. �uando o campo de onda se propagar 

em direção �s bordas e atingir a região especificada, o termo atenuador amortecerá esse 

campo de onda, redu�indo sua amplitude.  

Figura 4.1: �lustração da região de amortecimento introdu�ida por �er�an �����. (1��5) �6��: considerando 

cada face do modelo com esta caracter�stica atenuadora, é poss�vel redu�ir os efeitos das bordas na 

modelagem 3�.

O fator para atenuar o campo de pressão nas faces do modelo é dado por (�er�an 

�����., 1��5 �6��): 
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no qual: 

• � é o fator multiplicativo para atenuar o campo de pressão� 

• � é o �ndice que indica a dist�ncia de determinado ponto em relação � borda do 

modelo� 

• ����é o fator de amortecimento� 

•  é o n�mero de pontos da mal�a para a camada de amortecimento. 
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A��ndice � 

1. � ode�a�e� E��stica 3D 

A modelagem s�smica tem sido utili�ada para auxiliar a interpretação dos dados 

de campo através da geração de dados sintéticos � dados de extrema utilidade para a 

aplicação de técnicas e par�metros de aquisição � visando ampliar o n�vel de 

con�ecimento a respeito da propagação das ondas em meios espec�ficos. 

�ma das dificuldades na manipulação e con�ecimento mais profundo a respeito 

da geologia pode ser caracteri�ada pela complexidade da estrutura, que pode possuir 

par�metros de caracteri�ação bastante variáveis. �ara a modelagem s�smica sintética, 

são impostas algumas simplificações quanto �s verdadeiras propriedades dos meios, 

devido � impossibilidade dos métodos numéricos serem eficientes na contemplação de 

todas as propriedades de propagação na Terra. 

A modelagem elástica é capa� de oferecer informações adicionais sobre a 

estrutura em subsuperf�cie. �stas informações são essenciais quando o ob�etivo é a 

modelagem de reservat�rios, onde as caracter�sticas elásticas das roc�as (como 

densidade, velocidade das ondas compressionais (�) e cisal�antes (�)) permitem um 

mel�or entendimento da propagação das ondas s�smicas nesse meio. �ale ressaltar que, 

em um levantamento s�smico real, grande parte dos dados f�sicos das roc�as é obtida a 

partir da análise de reservat�rios pré-existentes, intensificando a utili�ação modelagem 

elástica na abordagem geof�sica (�assos, 1��� �6��). 
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Apesar do meio de propagação ser considerado isotr�pico2, é importante 

ressaltar quer grande parte é caracteri�ado pela anisotropia3, fato que é negligenciado, 

em parte, pela complexidade matemática atribu�da a implementação das equações. A 

isotropia é mais utili�ada por ser um caso espec�fico, mais simples, da anisotropia (�osa 

Fil�o, 2��2 �6��). 

A modelagem para a propagação de ondas em meios elásticos isotr�picos foi 

reali�ada através do �étodo das �iferenças Finitas (��F) com aproximações de quarta 

ordem espacial e segunda ordem temporal, utili�ando o conceito de mal�a intercalada. 

Os operadores elásticos são calculados a partir da expansão da série de Taylor em 

valores fracionários. 

2. Equação da Onda E��stica 3D �ara � eios �sotr��icos 

�m meio elástico pode ser definido como aquele que, ap�s a aplicação de um 

esforço, deforma-se proporcionalmente (de acordo com a lei de �oo�e4), restaurando a 

sua forma ap�s a remoção das forças externas. 

                                                
2 As propriedades f�sicas não dependem da direção de propagação, são as mesmas em qualquer direção. 
3 As propriedades f�sicas do meio variam de acordo com a direção de propagação. 
4 A tensão resultante ( ) da aplicação de uma força em um material é diretamente proporcional � sua 
deformação, isto é: , onde � é o m�dulo de elasticidade (representando uma relação de 
proporcionalidade entre esforços e deformações). 
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Figura 1.1.1: �onfiguração para o desenvolvimento da formulação da equação da onda elástica isotr�pica. 

(Fernandes, 1��5 �66�) 

�ara o desenvolvimento da formulação da equação, considerou-se um meio de 

caráter elástico, sendo este representado por um paralelep�pedo como na figura 1.1.1.

�onsiderando a variação de tensão desse paralelep�pedo, o ob�etivo é encontrar 

expressões que representem a força que atua em cada plano (xx����������x���x�����) desse 

meio. 

As equações que regem o fen�meno de propagação de ondas para determinado 

ponto material em um meio elástico podem ser representadas em termos tensoriais como 

(�raff, 1��5 �6��): 

(2.1) 

onde: 

��� representa o vetor de deslocamentos de um ponto meio� 

i� representa o tensor de tensões. �sse tensor é considerado simétrico, ou se�a, 

i�� �i� 

i� e �� representam, respectivamente, os tensores de deformação e de rotação� 

 representa a função �elta de �ronec�er5� 
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 expressa a densidade por unidade de volume� 

��  representa um vetor contendo as forças por unidade de massa do meio� 

 e   são as constantes elásticas do meio, denominadas par�metros de �am�.                                   

As expressões (2.1) serão manipuladas matematicamente, para a obtenção das 

expressões representativas da propagação do campo de onda elástico isotr�pico 3�. �e 

forma geral, as velocidades de propagação das ondas s�smicas nas roc�as dependem das 

propriedades elásticas dos elementos que compõem a roc�a. �esta forma, nas equações 

(2.2) são expressas as velocidades das ondas compressionais (��) e cisal�antes (��) em 

função dos par�metros de �am�: 

  

As equações governantes em termos dos deslocamentos são obtidas substituindo 

a expressão para a tensão na relação tensão-deformação (2.1). �stas substituições 

resultam nas ���������d�����������, c�amadas de equações de ������: 

                                      (2.3) 

A expressão vetorial equivalente � equação (2.3) é dada por: 

�m termos de notação escalar para tr�s dimensões (3�), em coordenadas 

retangulares, pode-se representar as equações do movimento como: 
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onde ���� e � são os deslocamentos da part�cula nas direções x, y e �, respectivamente. 

�tili�ando a equação (2.5), na qual se encontra a derivada segunda do 

deslocamento das part�culas na direção x em relação ao tempo, pode-se reescrev�-la da 

seguinte forma: 

�eorgani�ando e agrupando os termos com derivadas do deslocamento na 

direção x em relação � x, a equação (2.�) obtém-se:

Agrupando os termos com derivadas parciais em relação � x e os termos com o 

par�metro , tem-se que: 

A seguir, são destacados os termos que possuem derivadas parciais em relação � 

direção y e � direção �: 



1�3 

�ara meios elásticos isotr�picos, os tensores relacionados �s tensões, podem ser 

definidos em função do par�metro de �am� ( ) e do m�dulo de cisal�amento ( ) como: 

�ubstituindo-se as relações (2.12), (2.13) e (2.14) na equação (2.11), tem-se que: 

�xplicitando o �aplaciano da equação (2.6), encontra-se a expressão (2.16), 

abaixo: 

�solando-se os termos com derivadas do deslocamento na direção y em relação � 

y, a equação (2.16) fica: 
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�olocando-se em evid�ncia os termos com derivadas parciais em relação � y e 

os termos com o par�metro , tem-se que: 

�m seguida, são destacados os termos de derivadas parciais em relação � direção 

x e � direção �: 

Os tensores relacionados �s tensões são definidos como: 

O tensor  foi definido, anteriormente, na equação (2.13). �ubstituindo as 

relações (2.2�), (2.21) e (2.13) na equação (2.1�), tem-se que: 
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�xplicitando o operador �aplaciano na equação (2.�), encontra-se a expressão 

(2.23), abaixo: 

�solando-se os termos com derivadas do deslocamento na direção � em relação � 

�, a equação (2.23) pode ser reescrita como: 

�olocando-se em evid�ncia os termos com derivadas parciais em relação � y e 

os termos com o par�metro , tem-se que: 

A seguir, são destacados os termos de derivadas parciais em relação � direção x 

e � direção �: 

Os tensores relacionados �s tensões podem ser definidos como: 
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�a equação (2.14) foi definido o tensor  e na equação (2.21),  o tensor . 

�ubstituindo-se as relações (2.14), (2.21) e (2.2�) na equação (2.26), tem-se que: 

�eunindo as equações (2.12), (2.13), (2.14), (2.15), (2.2�), (2.21), (2.22), (2.2�) 

e (2.2�), conclui-se que o sistema de equações representado por (2.5) (2.6) e (2.�) pode 

ser reescrito em função do deslocamento das part�culas e do tensor de tensões, 

resultando nas equações abaixo: 
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�ste con�unto de equações pode ser transformado em um sistema de equações 

�iperb�lico de primeira ordem, que as reescreve em função das velocidades das 

part�culas e das derivadas temporais do tensor de tensões, formando as expressões 

representativas de cada componente espacial: 
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onde �x���� e �� representam as velocidades das part�culas, respectivamente, ao longo das 

direções das coordenadas x, y e �. 

2.1. �or�u�ação �ara os O�eradores Discretos Es�aciais e �e��orais 

�ara reali�ar a modelagem, o sistema de equações �iperb�lico em primeira 

ordem obtido em termos das velocidades das part�culas, expresso na equação (2.�), deve 

ser discreti�ado pelo �étodo de �iferenças Finitas. As aproximações escol�idas são de 

segunda ordem para as derivadas temporais e quarta ordem para as derivadas espaciais. 

 O primeiro passo é escol�er a mal�a numérica. �aso o tipo escol�ido se�a a 

mal�a simples, é poss�vel que o resultado da modelagem se�a insatisfat�rio, possuindo 

bastante dispersão numérica e instabilidade. Apesar da reali�ação de um grande 

refinamento dessa mal�a ser uma poss�vel solução, o grande volume de dados torna esse 

processo inviável em aspectos computacionais. �ara contornar este problema � isto é, 

aumentar a precisão dos cálculos e a estabilidade do algoritmo � fe�-se uso das mal�as 

intercaladas. 

Assim como na modelagem ac�stica, para facilitar a discreti�ação foi 

considerada a seguinte notação: 

A seguir, será apresentado um breve desenvolvimento para a formulação de 

mal�as intercaladas, baseada em �evander (1���) �36�, expandindo-se a série de Taylor 
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em valores fracionários para uma função genérica F, fa�endo-se uso do ����d��d��

d���������������������������. 

�ara encontrar os operadores discretos, é necessário definir uma representação 

para a derivada de primeira ordem. �ara isto, as expressões (2.31), (2.32), (2.33) e 

(2.34) são manipuladas matematicamente: 

• �ubtraindo a equação (2.31) com (2.32), obtém-se: 
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• �epetindo este processo, fa�-se a subtração de (2.33) com (2.34) : 

• �ultiplicando a equação (2.35) por 2� e subtraindo este resultado com (2.36) 

tem-se: 

• �solando a primeira derivada de F�x� em relação � x em (2.3�) obtém-se uma 

aproximação: 

A expressão (2.3�) representa a aproximação de quarta ordem para a derivada. 

�ara encontrar a aproximação de segunda ordem, dada pela expressão (2.3�) a seguir, o 

processo é análogo. �asta truncar os termos de ordem superiores a dois na expressão 

(2.35).  

�liminando-se os termos  e  esta formulação permite 

reescrever cada elemento da equação da onda elástica em termos discretos. 
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2.2. Equação da Onda E��stica Discreta 

�onsiderando a formulação para mal�as intercaladas descrita em (2.3�) para 

derivadas espaciais, e (2.3�) para derivadas temporais, pode-se reescrever cada 

componente do sistema de equações responsáveis pela propagação da onda elástica em 

meios isotr�picos, com aproximações de quarta ordem no espaço e segunda ordem no 

tempo, em termos de diferenças finitas.  

As derivadas dos tensores são reescritas da seguinte maneira: 

. 
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As expressões das derivadas das velocidades são definidas como segue: 

�ara obter as derivadas relacionadas � velocidade com respeito ao tempo basta 

substituir os termos dos tensores, descritos nas expressões (2.41), (2.43), (2.45), (2.4�), 

(2.4�) e (2.51) nas seguintes expressões a seguir: 

Finali�ando, desta maneira, a representação das equações discreti�adas que 

regem o fen�meno de propagação do campo de onda elástico. 


